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Résumé
Enjeu : évaluation rapide d’un opérateur linéaire.
Factorisation butterfly : pour la compression de matrices.

Flexibilité : approcher A à permutation près des lignes et colonnes.
Problème : comment approcher A par Â := Q⊤X(1) . . .X(L)P?

Problème d’approximation butterfly
Pour A ∈ CN×N avec N = 2L, en notant S(ℓ)

bf := I2ℓ−1 ⊗ [ 1 1
1 1 ]⊗IN/2ℓ ,

min
(X(ℓ))Lℓ=1,P,Q

∥A−Q⊤X(1) . . .X(L)P∥F , supp(X(ℓ)) ⊆ supp(S
(ℓ)
bf ).

Exemple : factorisation exacte pour les matrices Hadamard, DFT [1].

P,Q connus : facile.

Il existe un algorithme de fac-
torisation hiérarchique, en com-
plexité O(N2), avec garanties
de reconstruction [2, 3].

P,Q inconnus : difficile. Il faut trouver de bonnes permutations.

Histogramme : approximation de A := Q̃⊤ÃP̃ par énumération de P, Q

Approche : identification de blocs de rang un
A := Q̃⊤ÃP̃ =⇒ A est de « rang faible complémentaire » [4, 5, 6]
pour des arbres inconnus TX , TΩ.

1. Identifier les arbres TX et TΩ.
2. Fixer P, Q telles que QAP⊤ soit de rang faible complémen-

taire pour les arbres TX
bf , TΩ

bf .
3. Appliquer l’algorithme hiérarchique connaissant P, Q.

Propriété de rang faible des matrices butterfly
Théorème : A = X(1)X(2) . . .X(L) où supp(X(ℓ)) ⊆ supp(S

(ℓ)
bf ) ssi A

est de rang faible complémentaire pour des arbres connus TX
bf , TΩ

bf .

Définition : rang faible complémentaire (TX , TΩ) [6]. À chaque
niveau ℓ ∈ [L− 1], rang(AR,C) ≤ 1 pour chaque nœud R du niveau
L− ℓ de TX , et pour chaque nœud C du niveau ℓ dans TΩ.

Reconstruction des arbres de partitionnement
Approche : pour chaque ℓ ∈ [L − 1], reconstruire le (L − ℓ)-ème
niveau de TX et le ℓ-ème niveau de TΩ via

min
{Ri}i,{Cj}j

∑
i,j

min
x,y

∥ARi,Cj
− xy∗∥2F .

A l’issue, recoller les niveaux si possible.

Partitionnement spectral [7] : supposons la partition {Cj}j des co-
lonnes connue. Pour chaque groupe Cj , définissons un graphe Gj .

Corrélation entre les lignes res-
treintes à Cj :

W
(j)
k,l :=

( |Ak,Cj

∗Al,Cj |
∥Ak,Cj

∥2∥Al,Cj
∥2

)α

.

Puis, partitionnement spectral
des lignes via W :=

∑
j W

(j).

Optimisation alternée : minimisation selon la partition des lignes
en fixant la partition des colonnes, puis vice-et-versa.

Validation numérique
Matrice cible : A := Q̃⊤ÃP̃+ ε(∥Ã∥F /∥N∥F )N

— matrice de la transformée de Fourier discrète
— matrice butterfly orthogonale aléatoire

Résultats : 100 % de taux de réussite pour N ≤ 64. Pour N = 128 :

Niveau de bruit ε 0 0.01 0.03 0.1

Butterfly orthogonale aléatoire (N = 128) 100 % 100 % 100 % 100 %
Transformée de Fourier discrète (N = 128) 100 % 95 % 90 % 50 %
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Figure : Erreur relative divisée par le niveau de bruit ε après reconstruction
des arbres TX et TΩ (matrice butterfly orthogonale aléatoire).
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Figure : Erreur relative du partitionnement spectral alterné (matrice butter-
fly orthogonale aléatoire bruitée, avec niveau de bruit ε, taille N = 128).
Bleu, tiret : erreur avec TX , TΩ connus. Vert, pointillé : erreur minimale sur
1000 tirages aléatoires de partitions.

Perspectives
Conclusion : heuristique pour identifier les partitions d’une matrice
en blocs de rang faible permettant une factorisation butterfly.

Limites : complexité O(N3), manque de robustesse pour N ≥ 128.

Applications : vérifier algorithmiquement qu’un opérateur possède
une propriété de rang faible complémentaire donnant lieu à une fac-
torisation butterfly (e.g. transformée de Fourier sur graphe).
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